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T
an›mlar: Q[√2] = {a + b√2 : a, b ∈ Q} ola-

rak, Z[√2] = {a + b√2 : a, b ∈ Z} olarak ta-

n›mlanm›flt›r. *, gerçel say›larda tan›mlan-

m›fl (toplama, ç›karma, çarpma gibi) ikili bir ifllem

olsun. A bir gerçel say›lar kümesiyse ve her a, b ∈
A için, a * b ∈ A ise, o zaman “A, * alt›nda kapa-

l›” denir. E¤er her a ∈ A için, a2 ∈ A ise “A kare al-

ma alt›nda kapal›” denir. E¤er A’n›n her a ≠ 0 sa-

y›s› için, a−1 de A’daysa, A kümesine “tersini alma

alt›nda kapal›” denir.

Afla¤›daki teoremi (kan›tlamadan) kullanmaya

ihtiyac›n›z olabilir:

Teorem. E¤er n ∈ N, ao, a1, ..., an ∈ Z ve

a0 + a1π + a2π2 +  ... + anπn = 0

ise, o zaman a0 = a1 = a2 =  ... = an = 0’d›r.

1. Ç›karma alt›nda kapal› olan bir reel say›lar

kümesinin toplama alt›nda da kapal› oldu¤unu

gösterin. 

Kan›t: Sonuç, x + y = x − ((x − x) − y) eflitli¤in-

den ç›kar.

2. Ç›karma ve kare alma alt›nda kapal› olan ve

her ö¤esinin yar›s›n› da içeren bir gerçel say›lar kü-

mesinin çarpma alt›nda da kapal› oldu¤unu gösterin. 

bir önceki sorudan hemen ç›kar.

3. Ç›karma ve kare alma alt›nda kapal› olan ve

1/2’yi de içeren bir gerçel say›lar kümesinin çarp-

ma alt›nda da kapal› oldu¤unu gösterin. 

Kan›t: 1/2 kümede oldu¤undan, karesi 1/4 de

kümede. Ayr›ca afla¤›daki eflitli¤e dikkatinizi çeke-

riz:

x/2 = (x + 1/4)2 − x2 − (1/4)2.

Demek ki küme ikiye bölme alt›nda kapal›. fiimdi

ikinci sorudan istedi¤imiz ç›kar.

4. Ç›karma ve kare alma alt›nda kapal› olan

ama çarpma alt›nda kapal› olmayan bir gerçel say›

kümesi bulun.

Yan›tlardan biri: A = {a1π + a2π2 + 2a3π3 +

a4π4 + ... + anπn : n ∈ N \ {0}, ai ∈ Z} olsun. A’n›n

ç›karma ve kare alma alt›nda kapal› oldu¤unu gör-

mek oldukça kolay. Ama π, π2 ∈ A ve ππ2 = π3 ∉
A. (π3 say›s›n›n A’da olmad›¤› baflta verilen te-

oremden ç›kar.)

5. Ç›karma ve tersini alma alt›nda kapal› olan

ve 1/2’yi içeren bir gerçel say›lar kümesinin çarpma

alt›nda da kapal› oldu¤unu gösterin.

Kan›t: Önce 1/2 + 1/2 = 1’in kümede oldu¤una

dikkatinizi çekeriz. fiimdi

((y − (1 + y−1)−1)−1 − y−1)−1 = y2

eflitli¤ini ve üçüncü soruyu kullan›n.

6. Ç›karma ve kare alma alt›nda kapal› olan

bir kesirli say› kümesinin çarpma alt›nda da kapa-

l› oldu¤unu gösterin.

Yan›t: A, ç›karma ve kare alma alt›nda kapal›

olan bir kesirli say›lar kümesi olsun. u, v ∈ A olsun.

a, b, c, d ∈ Z için u = a/b ve v = c/d olsun. Ve e, ad

ve bc say›lar›n›n en büyük ortak böleni olsun. fiimdi

u = a/b = (e/bd)(ad/e) ∈ (e/bd)Z

ve

v = c/d = (e/bd)(bc/e) ∈ (e/bd)Z.

Demek ki uv ∈ (e2/b2d2)Z. Dolay›s›yla uv say›s›n›n

A’da oldu¤unu kan›tlamak için, e2/b2d2 say›s›n›n

A’da oldu¤unu kan›tlamal›y›z. Bunun için de e/bd

say›s›n›n A’da oldu¤unu göstermek yeterli. e =

ebob(ad, bc) oldu¤undan, öyle x ve y tamsay›lar›

vard›r ki adx + bcy = e. Demek ki

e/bd = (adx + bcy)/bd = (a/b)x + (c/d)y = ux + vy 

ve bu son say› da A’dad›r. Demek ki e/bd de A’da.

7. Q[√2] (ya da Z[√2]) kümesinin bir altküme-

si ç›karma ve kare alma alt›nda kapal›ysa çarpma

alt›nda da kapal› m›d›r? 

Yan›t: Bu sorunun yan›t›n› yar›flmadan önce biz

de bilmiyorduk. Yar›flmadan sonra yan›t›n Z[√2]

için olumlu oldu¤unu lise düzeyini aflan bir soyut ce-

bir bilgisi kullanarak kan›tlad›k. Bilkent Üniversite-

si Matematik Bölümü üçüncü s›n›f ö¤rencisi Serhat

Do¤an Q[√2] için yan›t›n olumlu oldu¤unu lise dü-

zeyinde bir kan›tla gösterdi. Böylece soru Z[√2] için

de lise düzeyinde yan›tlanm›fl oldu. Bundan sonraki

yaz›da Serhat Do¤an’›n kan›t›n› bulacaks›n›z. ♥

Cahit Arf Matematik Günleri I - 2002

Ç›karma ve Kare Alma Alt›nda Kapal›

Say› Kümeleri
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Bu yaz›da afla¤›daki teoremi kan›tlayaca¤›z:

Teorem. Q[√d] kümesinin bir altkümesi ç›kar-

ma ve kare alma alt›nda kapal›ysa çarpma alt›nda

da kapal›d›r. 

Önce kolay bir önsav:

Önsav. E¤er A ⊆ R, ç›karma ve kare alt›nda

kapal›ysa, o zaman her α, β ∈ A için, α + β ∈ A ve

2αβ ∈ A. Dolay›s›yla her n ∈ Z için nα ∈ A.

Kan›t: 0 = α − α ∈ A oldu¤undan, −β = 0 − β
∈ A. Dolay›s›yla α + β = α − (−β) ∈ A. Bundan da

2αβ = (α + β)2 − α2 − β2 ∈ A ç›kar. E¤er n > 0 ise,

nα = α + ... + α oldu¤undan, nα ∈ A. Buradan, her

n ∈ Z için, nα ∈ A ç›kar. ■■

Teoremin Kan›t›. E¤er d bir tamkareyse o za-

man Q[√d] = Q’dir ve bu durumda kan›t bir önce-

ki yaz›da verildi. Bundan böyle d’nin bir tamkare

olmad›¤›n› varsayal›m.

A ⊆Q[√d] ç›karma ve kare alma alt›nda kapa-

l› bir küme olsun. α, β ∈ A olsun. αβ’n›n da A’da

oldu¤unu kan›tlayaca¤›z. Önsav’dan dolay› α2, β2,

2αβ ∈ A.

Kan›t›m›z iki ad›mdan oluflacak: ‹lki bu iki sa-

y›dan birinin kesirli oldu¤u, di¤eriyse ikisinin de

kesirli olmad›¤› durum.

Birinci fi›k. E¤er α ya da β Kesirliyse. α’n›n ke-

sirli oldu¤unu varsayabiliriz. Birbirine asal p ve q

tamsay›lar› için α = p/q yazal›m.

E¤er q Tekse. p bir tamsay› oldu¤undan, pβ ∈
A. Ama pβ = qαβ. Demek ki qαβ ∈ A. fiimdi, q tek

oldu¤undan, qαβ’dan yeterince 2αβ ç›kararak

αβ’n›n A’da oldu¤unu görürüz.

E¤er q Çiftse. O zaman p bir tek say›d›r ve bir

r tamsay›s› için q = 2r yazabiliriz. α ∈ A oldu¤un-

dan, α2 ∈ A ve Önsav’dan dolay› 2α2β ∈ A, ve do-

lay›s›yla r(2α2β) ∈ A. Ama r(2α2β) = 2rα2β =

2rα(αβ) = pαβ. Demek ki pαβ ∈ A. Burada p tek

say› oldu¤undan, pαβ’dan yeterinde 2αβ ç›kararak

αβ ∈ A elde ederiz.

‹kinci fi›k: E¤er α ve β Kesirli De¤ilse. Bu du-

rumda bir önsava daha ihtiyac›m›z var:

Önsav. E¤er α, β ∈ Q[√d] kesirli de¤illerse, o

zaman aralar›nda asal olan öyle x ve y tamsay›lar›

vard›r ki, αx + βy ∈ Q.

Kan›t: α = u1 + u√d ve β = v1 + v√d olsun. Bu-

rada, u, u1, v, v1 ∈ Q. Birbirine asal olan ve ux +

vy = 0 eflitli¤ini sa¤layan x ve y tamsay›lar›n› bul-

mak istiyoruz. u1, u2, v1, v2 tamsay›lar› için, u =

u1/u2 ve v = v1/v2 yazal›m. Ayr›ca u1’le u2’nin ve

v1’le v2’nin birbirlerine asal olduklar›n› varsaya-

l›m. ebob(u1, v1) = w1 ve ebob(u2, v2) = w2 olsun.

u1 = w1r1, v1 = w1s1, u2 = w2r2, v2 = w2s2 olsun.

Burada, ri’le si birbirlerine asald›r. Ayr›ca, u1’le u2

ve v1’le v2 birbirlerine asal olduklar›ndan r1’le r2

ve s1’le s2 birbirlerine asald›r. fiimdi x = r2s1 ve y =

−r1s2 olsun. Söylediklerimizden x’le y’nin birbirle-

rine asal olduklar› ç›kar. fiimdi,

Böylece önsav›m›z kan›tlanm›fl oldu. ■■

Önsavdaki gibi x ve y say›lar› alal›m. O zaman

αx + βy ∈ Q ∩ A. Birbirlerine asal olduklar›ndan

x ya da y say›lar›ndan biri tek olmal›. Genelli¤i

bozmadan x’in tek oldu¤unu varsayabiliriz. Elbet-

te αx + βy ∈ Q ∩ A. ‹lk fl›ktan dolay›, (αx + βy)β
∈ A. Ama β2 ∈ A ve β2y ∈ A.

Dolay›s›yla xαβ = (αx + βy)β −
β2y ∈ A. Ama x tek say› oldu-

¤undan, xαβ’dan yeterince

A’da olan 2αβ’y› ç›kara-

rak αβ ∈ A elde ederiz.

Teoremimiz kan›t-

lanm›flt›r. ♠

Q[√d]’nin Ç›karma ve Kare Alma Alt›nda

Kapal› Altkümeleri
Serhat Do¤an* / kelaker@gmail.com

* Bilkent Üniversitesi Matematik Bölümü 3. s›n›f ö¤rencisi.
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