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QIVvd] Cisimlerinde
Karelerin Toplami

ilindigi gibi her pozitif gercel say1 bir karedir,
Bkarekéki‘mi‘m karesidir! Ayni sonug tamsayi-

lar kiimesi Z ya da kesirli sayilar kiimesi Q’de
gegerli degildir. Ornegin bu kiimelerde 2 bir kare de-
gildir, ciinkii V2 sayis1 Z’de ya da Q’de degildir. Ge-
ne de bu kiimelerde her pozitif say1 (gene bu kiime-
lerden) en fazla dort sayinin karesinin toplamudir.
Z’de bu, Lagrange Teoremi olarak bilinen bir te-
oremdir. Q’de de her pozitif sayinin dort karenin
toplami oldugu Lagrange Teoremi’nden oldukga
kolay bir bigimde (ufak bir hinlikle ¢ikar): Eger x, y
> 0 tamsayilarsa, once xy pozitif tamsayisini dort
tamsayinin karesinin toplami olarak yazalim:

xy=a?+b2+c?+d2,
sonra da
xly = xyly? = (a? + b2 + 2 + d2)/y?
= (aly)? + (bly)? + (cly)? + (dly)?

esitliginin farkina varalim; boylece her x/y pozitif
kesirli sayisinin dort kesirli sayinin karesinin topla-
mu olarak yazilabildigi cikar.

Bu yazida, eger d > 1, tamkare olmayan bir
tamsayiy1 simgeliyorsa,

QNdl ={a+bVd :a, b e Q}
kiimesinin sonlu tane karenin toplami olarak ifade
edilen sayilarini bulacagz.

Soruyu d = 2 i¢in internet sitesine (www.aline-
sin.org) 6diillii soru olarak koyan Ali Nesin bir de
ayrica, karelerin toplami olan sayilarin kag karenin
toplami olarak yazilabilecegi sorusunu sormustur.
Karelerin toplami olan her sayinin en fazla begs ka-
renin toplami olarak yazilabilecegini kanitlayaca-
g1z, ancak bu sonucun dort kareye indirilip indiri-
lemeyecegini bilmiyoruz.

Buldugumuz sonug soyle:

Teorem. Q[Vd] kiimesinin a + bNd elemaninn
gene QNd| kiimesinin elemanlarmun  karelerinin
toplamu seklinde ifade edilebilmesi icin a > \bWNd esit-
sizligi gerek ve yeter kosuldur. Ayrica, boyle bir ele-
mamni en fazla bes karenin toplanu olarak yazabiliriz.
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Q[Vd] Halkasi. Kanita ge¢gmeden 6nce Q[Vd]
kiimesi hakkinda kanitta kullanacagimiz bir iki sey
soyleyelim.

Once tanim: Q[Vd] kiimesi,  ve b kesirli sayi-
lar olmak tizere a + b\d biciminde yazilan sayilar
kiimesidir. Bundan béyle a + b\d biciminde bir ifa-
de yazdigimizda, a ve b’nin Q’de olduklarini soy-
lemeden varsayacagiz. Ayrica, Q[Vd] kiimesinin
elemanlarim hep a, B, y gibi Yunan harfleriyle gos-
terecegiz.

QI[Vd] kiimesi, kolayca sinanacag iizere, top-
lama, ¢ikarma ve carpma iglemleri altinda kapali-
dir, yani Q[Vd] kiimesinden iki elemanin toplamu,
farki ve carpimi gene Q[Vd] kiimesindedir. Bu
ozellikleri yiiziinden Q[Vd] kiimesine halka denir.

Q[Vd] halkasinda 0 diginda her sayinn tersi
bir gercel sayidir elbette. Bu saymin gene Q[Vd]
halkasinda oldugu hi¢ de bariz degil, ama simdi
kanitlayacagimiz tizere Oyledir.

Eger o = a + b\Nd € Q[Vd] ise,

a=a-bld
olsun. o da Q[Vd] halkasindadir. a sayisma o’nin
eslenigi adi verilir. Kolay bir hesapla kanitlanabile-
cegi tizere, fonksiyonu toplamaya, cikarmaya ve
carpmaya saygi duyar, yani her a, B € Q[Vd] icin,

a+B=a+ P
a-Pp=oa-p
ap = ap

esitlikleri saglanir. Bu yluzden eger o karelerin top-

=

lamuysa, o sayisi da karelerin toplamidir: Nitekim,

eger,
2 2
oa=PB7+..+PB,
ise
- a2 "2
a = Bl + + Bn
dir.

Simdi N(at) = ao olsun. Eger a = a + b\d ise,
N(a) = oo = (a + bNd)(a — bVd) = a2 — b2d
esitlifine gore N(a) kesirli bir sayidir ve, d bir tam-
kare olmadigindan, N(a), ancak o = 0 ise 0 olabilir.
Demek ki o # 0 ise, N(a), O olmayan kesirli bir sa-
yidir. Béylece a’y1 N(a)’ya béliip gene Q[Vd] halka-

sinda bir say1 elde ederiz: a/N(a) € Q[Vd]. Simdi,
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o-(o/N(a)) = 1,

esitligine dikkatinizi cekerim. Bu esitlikten o’nin
carpmmsal tersi olan o~! sayisinin o/N(a) sayisina
esit oldugu ve aslinda Q[Vd] halkasinda oldugu ci-
kar. Bu 6zellige sahip halkalara cisim denir. Demek
ki Q[Vd] sadece bir halka degil, ayrica cisimdir de.

Dikkat ederseniz, eger o karelerin toplamiy-
sa, o da karelerin toplami oldugundan, bu iki sa-
ymnin ¢arpimi olan N(a) da karelerin toplamidir,
yani negatif olamaz. Teoremdeki a > |bhd kosulu
da aslinda tam tamina, N(a) ve a sayilarinin nega-
tif olmadigini soyliiyor. Yani ayni teoremi soyle de
yazabiliriz:

Teorem. Q[Vd] kiimesinin a. = a + b\d elema-
mimin gene QNd| kiimesinden sonlu tane karenin
toplami seklinde ifade edilebilmesi icin gerek ve ye-
ter kosul N(a) = 0 ve a > 0 egitsizlikleridir. Ayrica,
boyle bir o elemanini en fazla bes karenin toplam
olarak yazabiliriz.

Kosullarin gerekli oldugunu hemen gosterebili-
riz. N(a) = 0 kosulunun gerekli oldugunu az 6nce
gosterdik. Eger o = a + bVd, x + yVd tiiriinden sayi-
larin karelerinin toplamiysa, o zaman a, x2 + y2d tii-
rinden yazlan kesirli sayilarin toplamidir. Bu sayi-
lar negatif olamayacaklarindan a da negatif olamaz.

Simdi kosullarin yeterli oldugunu gosterelim.
Canalici 6nsavimiz asagida:

Onsav. N(a) > 0 ve a > 0 esitsizligini saglayan
her a. = a + b\d € Q[Vd| icin, a. = B2 + k esitligini
saglayan p € QVd] ve k € Q0 sayilar: vardur.

Kanit. Eger b = O ise, B = 0 ve k = a = a alabi-
liriz. Bundan boyle b # 0 olsun. B = x + yVd yazip,
a — B2yi pozitif bir kesirli say1 yapan x ve y sayila-
rint bulmaya calisalim. o — B2 sayisini hesaplayalim:

o—P2=(a+bVd) - (x +yd)2 =
= (a - x2 - y2d) + (b — 2xy)Vd.
Bu say1 k’ye esit olacak. k’nin kesirli ve pozitif ol-
masini istedigimizden,
b =2xy
esitligini ve
a-x2-y2d>0
esitsizligini saglayan x ve y kesirli sayilarini bulma-
liy1z.

y, eger varsa, 0 olamaz, ¢inkii b = 2xy olmali
ve daha en bastan b’nin 0 olmadigini varsaydik.
Birinci denklemden x = b/2y bulunur, bunu ikinci
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denkleme yerlestirip biraz hesap yaparsak,

4dy* — 4ay? + b2 <0
esitsizligi saglayan kesirli bir y sayis1 bulmamiz ge-
rektigi anlasilir. y2 yerine z koyarsak,

4dz2 — 4az + b2 <0
esitsizligi saglayan ve karekokiiniin kesirli oldugu
bir z> 0 bulmamiz gerektigi anlagilir. Bu, ikinci de-
receden bir denklem. Kokleri de su pozitif sayilar:

a+\a* —db?

2d
Karekokii alinmasi gereken a2 — db? sayist N(a)’ya

esit oldugundan ve varsayima gore pozitif oldu-
gundan karekok almada bir sorun yok. Demek ki,

0< a—+No) Syzé a+~N(a)
2d 2d
esitsizliklerini, yani,
la—+/N(o) a++N(o)
| <y<
\ SV d

esitsizliklerini saglayan kesirli bir y sayist bulmali-
yiz. Kesirli sayilar kiimesi gergel sayilar kiimesinde
yogun oldugundan boyle bir kesirli y sayisi bulabi-
liriz. m

Simdi 6nsavimuzi kullanarak verilen kogullar:
saglayan bir o sayisinin bes karenin toplami olarak
yazildigini gosterebiliriz. Nitekim p e Q[Vd], on-
savdaki gibi o — B2 € Q>0 iligkisini saglayan bir sa-
y1 olsun. Kesirli sayilarda da gegerli olan Lagrange
Teoremi’nden dolay1 o — B2’yi dort kesirli saymnin
karesinin toplami olarak yazabiliriz ve sonugta o
bes karenin toplami olarak yazilabilir. 4




