
B
ilindi¤i gibi her pozitif gerçel say› bir karedir,

karekökünün karesidir! Ayn› sonuç tamsay›-

lar kümesi Z ya da kesirli say›lar kümesi Q’de

geçerli de¤ildir. Örne¤in bu kümelerde 2 bir kare de-

¤ildir, çünkü √2 say›s› Z’de ya da Q’de de¤ildir. Ge-

ne de bu kümelerde her pozitif say› (gene bu küme-

lerden) en fazla dört say›n›n karesinin toplam›d›r.

Z’de bu, Lagrange Teoremi olarak bilinen bir te-

oremdir. Q’de de her pozitif say›n›n dört karenin

toplam› oldu¤u Lagrange Teoremi’nden oldukça

kolay bir biçimde (ufak bir hinlikle ç›kar): E¤er x, y

> 0 tamsay›larsa, önce xy pozitif tamsay›s›n› dört

tamsay›n›n karesinin toplam› olarak yazal›m:

xy = a2 + b2 + c2 + d2,

sonra da

x/y = xy/y2 = (a2 + b2 + c2 + d2)/y2

= (a/y)2 + (b/y)2 + (c/y)2 + (d/y)2

eflitli¤inin fark›na varal›m; böylece her x/y pozitif

kesirli say›s›n›n dört kesirli say›n›n karesinin topla-

m› olarak yaz›labildi¤i ç›kar.

Bu yaz›da, e¤er d > 1, tamkare olmayan bir

tamsay›y› simgeliyorsa,

Q[√d] = {a + b√d : a, b ∈ Q}

kümesinin sonlu tane karenin toplam› olarak ifade

edilen say›lar›n› bulaca¤›z.

Soruyu d = 2 için internet sitesine (www.aline-

sin.org) ödüllü soru olarak koyan Ali Nesin bir de

ayr›ca, karelerin toplam› olan say›lar›n kaç karenin

toplam› olarak yaz›labilece¤i sorusunu sormufltur.

Karelerin toplam› olan her say›n›n en fazla befl ka-

renin toplam› olarak yaz›labilece¤ini kan›tlayaca-

¤›z, ancak bu sonucun dört kareye indirilip indiri-

lemeyece¤ini bilmiyoruz.

Buldu¤umuz sonuç flöyle:

Teorem. Q[√d] kümesinin a + b√d eleman›n›n

gene Q[√d] kümesinin elemanlar›n›n karelerinin

toplam› fleklinde ifade edilebilmesi için a ≥ |b|√d eflit-

sizli¤i gerek ve yeter kofluldur. Ayr›ca, böyle bir ele-

man› en fazla befl karenin toplam› olarak yazabiliriz.

Q[√d] Halkas›. Kan›ta geçmeden önce Q[√d]

kümesi hakk›nda kan›tta kullanaca¤›m›z bir iki fley

söyleyelim.

Önce tan›m: Q[√d] kümesi, a ve b kesirli say›-

lar olmak üzere a + b√d biçiminde yaz›lan say›lar

kümesidir. Bundan böyle a + b√d biçiminde bir ifa-

de yazd›¤›m›zda, a ve b’nin Q’de olduklar›n› söy-

lemeden varsayaca¤›z. Ayr›ca, Q[√d] kümesinin

elemanlar›n› hep α, β, γ gibi Yunan harfleriyle gös-

terece¤iz.

Q[√d] kümesi, kolayca s›nanaca¤› üzere, top-

lama, ç›karma ve çarpma ifllemleri alt›nda kapal›-

d›r, yani Q[√d] kümesinden iki eleman›n toplam›,

fark› ve çarp›m› gene Q[√d] kümesindedir. Bu

özellikleri yüzünden Q[√d] kümesine halka denir.

Q[√d] halkas›nda 0 d›fl›nda her say›n›n tersi

bir gerçel say›d›r elbette. Bu say›n›n gene Q[√d]

halkas›nda oldu¤u hiç de bariz de¤il, ama flimdi

kan›tlayaca¤›m›z üzere öyledir. 

E¤er α = a + b√d ∈ Q[√d] ise,

α = a − b√d

olsun.α da Q[√d] halkas›ndad›r.α say›s›na α’n›n

eflleni¤i ad› verilir. Kolay bir hesapla kan›tlanabile-

ce¤i üzere, fonksiyonu toplamaya, ç›karmaya ve

çarpmaya sayg› duyar, yani her α, β ∈ Q[√d] için,

α + β =α +β
α − β =α −β
αβ =αβ

eflitlikleri sa¤lan›r. Bu yüzden e¤er α karelerin top-

lam›ysa,α say›s› da karelerin toplam›d›r: Nitekim,

e¤er,

α = β1
2 + ... + βn

2

ise

α =β1
2 + ... +βn

2

dir.

fiimdi N(α) = αα olsun. E¤er α = a + b√d ise,

N(α) = αα = (a + b√d)(a − b√d) = a2 − b2d

eflitli¤ine göre N(α) kesirli bir say›d›r ve, d bir tam-

kare olmad›¤›ndan, N(α), ancak α = 0 ise 0 olabilir.

Demek ki α ≠ 0 ise, N(α), 0 olmayan kesirli bir sa-

y›d›r. Böylece α’y› N(α)’ya bölüp gene Q[√d] halka-

s›nda bir say› elde ederiz: α/N(α) ∈ Q[√d]. fiimdi,
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α·(α/N(α)) = 1,

eflitli¤ine dikkatinizi çekerim. Bu eflitlikten α’n›n

çarp›msal tersi olan α−1 say›s›n›nα/N(α) say›s›na

eflit oldu¤u ve asl›nda Q[√d] halkas›nda oldu¤u ç›-

kar. Bu özelli¤e sahip halkalara cisim denir. Demek

ki Q[√d] sadece bir halka de¤il, ayr›ca cisimdir de.

Dikkat ederseniz, e¤er α karelerin toplam›y-

sa,α da karelerin toplam› oldu¤undan, bu iki sa-

y›n›n çarp›m› olan N(α) da karelerin toplam›d›r,

yani negatif olamaz. Teoremdeki a ≥ |b|√d koflulu

da asl›nda tam tam›na, N(α) ve a say›lar›n›n nega-

tif olmad›¤›n› söylüyor. Yani ayn› teoremi flöyle de

yazabiliriz:

Teorem. Q[√d] kümesinin α = a + b√d elema-

n›n›n gene Q[√d] kümesinden sonlu tane karenin

toplam› fleklinde ifade edilebilmesi için gerek ve ye-

ter koflul N(α) ≥ 0 ve a ≥ 0 eflitsizlikleridir. Ayr›ca,

böyle bir α eleman›n› en fazla befl karenin toplam›

olarak yazabiliriz.

Koflullar›n gerekli oldu¤unu hemen gösterebili-

riz. N(α) ≥ 0 koflulunun gerekli oldu¤unu az önce

gösterdik. E¤er α = a + b√d, x + y√d türünden say›-

lar›n karelerinin toplam›ysa, o zaman a, x2 + y2d tü-

ründen yaz›lan kesirli say›lar›n toplam›d›r. Bu say›-

lar negatif olamayacaklar›ndan a da negatif olamaz.

fiimdi koflullar›n yeterli oldu¤unu gösterelim.

Canal›c› önsav›m›z afla¤›da:

Önsav. N(α) ≥ 0 ve a ≥ 0 eflitsizli¤ini sa¤layan

her α = a + b√d ∈ Q[√d] için, α = β2 + k eflitli¤ini

sa¤layan β ∈ Q[√d] ve k ∈ Q≥0 say›lar› vard›r.

Kan›t. E¤er b = 0 ise, β = 0 ve k = α = a alabi-

liriz. Bundan böyle b ≠ 0 olsun. β = x + y√d yaz›p,

α − β2’yi pozitif bir kesirli say› yapan x ve y say›la-

r›n› bulmaya çal›flal›m. α − β2 say›s›n› hesaplayal›m:

α − β2 = (a + b√d) − (x + y√d)2 = 

= (a − x2 − y2d) + (b − 2xy)√d.

Bu say› k’ye eflit olacak. k’nin kesirli ve pozitif ol-

mas›n› istedi¤imizden,

b = 2xy

eflitli¤ini ve

a − x2 − y2d ≥ 0

eflitsizli¤ini sa¤layan x ve y kesirli say›lar›n› bulma-

l›y›z.

y, e¤er varsa, 0 olamaz, çünkü b = 2xy olmal›

ve daha en bafltan b’nin 0 olmad›¤›n› varsayd›k.

Birinci denklemden x = b/2y bulunur, bunu ikinci

denkleme yerlefltirip biraz hesap yaparsak,

4dy4 − 4ay2 + b2 ≤ 0

eflitsizli¤i sa¤layan kesirli bir y say›s› bulmam›z ge-

rekti¤i anlafl›l›r. y2 yerine z koyarsak,

4dz2 − 4az + b2 ≤ 0

eflitsizli¤i sa¤layan ve karekökünün kesirli oldu¤u

bir z ≥ 0 bulmam›z gerekti¤i anlafl›l›r. Bu, ikinci de-

receden bir denklem. Kökleri de flu pozitif say›lar:

Karekökü al›nmas› gereken a2 − db2 say›s› N(α)’ya

eflit oldu¤undan ve varsay›ma göre pozitif oldu-

¤undan karekök almada bir sorun yok. Demek ki,

eflitsizliklerini, yani,

eflitsizliklerini sa¤layan kesirli bir y say›s› bulmal›-

y›z. Kesirli say›lar kümesi gerçel say›lar kümesinde

yo¤un oldu¤undan böyle bir kesirli y say›s› bulabi-

liriz. ■■

fiimdi önsav›m›z› kullanarak verilen koflullar›

sa¤layan bir α say›s›n›n befl karenin toplam› olarak

yaz›ld›¤›n› gösterebiliriz. Nitekim β ∈ Q[√d], ön-

savdaki gibi α − β2 ∈ Q≥0 iliflkisini sa¤layan bir sa-

y› olsun. Kesirli say›larda da geçerli olan Lagrange

Teoremi’nden dolay› α − β2’yi dört kesirli say›n›n

karesinin toplam› olarak yazabiliriz ve sonuçta α
befl karenin toplam› olarak yaz›labilir. ♠
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